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Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
Tom ���� ���� g�

�� V� Nesterenko

O PROBLEME VARINGA

��LEMENTARNYE METODY�

Posv�waets� pam�ti
�ri� Vladimiroviqa Linnika

�� Vvedenie

V ���� g� �� L� Lagran� dokazal� qto ka�doe natural	noe qi

slo est	 summa ne bolee qetyreh kvadratov natural	nyh qisel�
V tom �e godu E� Varing vyskazal predpolo�enie� qto ka�doe
natural�noe qislo est� summa ne bolee � kubov natural�nyh qi�
sel� ne bolee �� bikvadratov i t�d�

Pervy� xag v rexenii problemy Varinga sdelal v �
�� g�
�� Liuvill	� dokazavxi�� qto ka�doe natural	noe qislo est	
summa ne bolee �� bikvadratov� Pri �tom on ispol	zoval neko

toroe to�destvo dl� mnogoqlenov ot � peremennyh� Pozdnee dl�
to� �e celi E� L�ka predlo�il bolee prostoe to�destvo

��x�� � x�� � x�� � x���
� �

X�
�xi � xj�

� � �xi � xj�
�
�
� ���

v kotorom summirovanie vedets� po vsem param celyh qisel i� j
s usloviem � � i � j � ��

Vposledstvii usili�mi mnogih matematikov podobnye re

zul	taty byli ustanovleny dl� stepene� �� �� �� �� 
� ��� sm� �����
gl� ��� Pri �tom v osnove dokazatel	stv le�ali vse bolee slo�

nye to�destva� podobnye ���� V ���� g� v rabote ���� D� Gil	bert
dokazal� qto

Teorema �� Pri l�bom celom n � � ka�doe natural�noe qislo
dopuskaet predstavlenie v vide summy n�h stepene� natural��
nyh qisel� koliqestvo kotoryh ne prevoshodit nekotoro� grani�
cy� opredel	emo� tol�ko pokazatelem n i ne zavis	we� ot pred�
stavl	emogo qisla�

�ta rabota vypolnena pri qastiqno	 podder
ke Rossi	skogo Fonda
Fundamental�nyh issledovani	� grant No� ������������

�	�
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Rasprostraneno mnenie� qto dokazatel	stvo teoremy Gil	

berta ves	ma slo�no v tehniqeskom otnoxenii i trudno dl� po

nimani�� V de�stvitel	nosti �to ne tak�

Nasto�wa� stat	� nosit metodiqeski� harakter� V ne� pri

vod�ts� dva �lementarnyh dokazatel	stva teoremy Gil	berta�
Pervoe sleduet ide�m samogo Gil	berta� a vtoroe bylo predlo

�eno �� V� Linnikom v ���� g� Estestvenno� oba dokazatel	stva
ime�t otliqi� ot original	nyh� tak kak vpitali v seb� r�d
uproweni� i usoverxenstvovani�� predlo�ennyh vposledstvii
razliqnymi avtorami� My ne kasaems� rezul	tatov� poluqen

nyh analitiqeskimi metodami� S nimi mo�no poznakomit	s��
naprimer� po kommentari�m k russkomu perevodu trudov Gil	

berta ����� str� �������� sm� tak�e Predislovie R� S� Vona k
knige H� Davenport �����

�� Dokazatel�stvo Gil�berta

Rabota Gil	berta zaverxaet cely� r�d issledovani�� este

stvennym obrazom obobwa� i razviva� predxestvu�wie idei�
Tehniqeskie trudnosti original	nogo dokazatel	stva byli so

sredotoqeny v obosnovanii neobhodimogo obwego to�destva �te

orema ��� Vyvod s ego pomow	� gipotezy Varinga byl sover

xenno �lementaren i pomewen nami s nekotorymi uproweni�mi
v razdele ����

���� To	destvo Gil
berta�

Teorema �� Dl	 l�byh celyh m � � i r � � suwestvu�t polo�i�
tel�nye racional�nye qisla bi i celye otliqnye ot nul	 qisla
aij takie� qto to�destvenno po r peremennym x�� � � � � xr vypol�
n	ets	 ravenstvo

�
x�� � � � �� x�r

�m
�

MX
j��

bj �a�jx� � � � �� arjxr�
�m

� ���

priqem M � �	m � ��r�

Otmetim� qto Gil	bert dokazal �tu teoremu pri r � 
 i men	

xem znaqenii M � Odnako dl� rexeni� problemy Varinga v ego
formulirovke veliqina M ne imeet znaqeni��

Teorema � byla sformulirovana v rabote Gurvica ���� v ka

qestve predpolo�eni�� i ispol	zovalas	 tam dl� dokazatel	stva
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utver�deni�� qto iz spravedlivosti gipotezy Varinga dl� po

kazatel� m sleduet ee spravedlivost	 dl� pokazatel� 	m� Vper

vye teorema � byla dokazana Gil	bertom� ����� s ispol	zovaniem
dl� �togo kratnyh integralov po mnogomernomu xaru� Odnovre

menno so stat	e� Gil	berta byla opublikovana stat	� Hausdor

fa ����� gde davalos	 inoe dokazatel	stvo teoremy� primen�vxee
kratnye nesobstvennye integraly i ortogonal	nye mnogoqleny
�rmita� Vposledstvii okazalos	� qto dokazatel	stvo Hausdor

fa mo�et byt	 provedeno bez ispol	zovani� integralov� Za tri
goda v rabotah E� Stridsberga ��
�� A� Gurvica ����� R� Rema

ka ����� G� Frobeniusa ���� byl na�den �lementarny� variant
rassu�deni� Hausdorfa� Ni�e daets� ewe odno �lementarnoe
dokazatel	stvo teoremy �� Po suwestvu ono tak�e �vl�ets� pe

rerabotko� dokazatel	stva Hausdorfa�

Opredelim posledovatel	nost	 celyh qisel ck ravenstvami

c�j �
�	j��

j�
� � c�j�� � �� j � ��

Pust	 pri nekotoryh natural	nyh n i m de�stvitel	nye qi

sla �h� �h� h � �� � � � � n udovletvor��t uslovi�m

nX
h��

�h�
k
h � ck� k � �� �� � � � � 	m� �h � �� ���

Togda to�destvenno po peremennym x�� � � � � xr vypoln��ts� ra

venstva

nX
h���

� � �
nX

hr��

�h� � � ��hr ��h�x� � � � �� �hrxr�
�m

�
nX

h���

� � �
nX

hr��

X
k������kr��m

�	m��

k�� � � �kr��h� � � ��hr�
k�
h�
� � ��krhrxk�� � � �xkrr

�
X

k������kr��m

�	m��

k�� � � �kr�ck� � � � ckrx
k�
� � � �xkrr

�
�	m��

m�

X
j������jr�m

m�

j�� � � �jr �x
�j�
� � � �x�jrr �

�	m��

m�

�
x�� � � � �� x�r

�m
�
���

Takim obrazom� teorema � budet dokazana� esli my ustanovim�
qto pri nekotorom n sistema uslovi� ��� otnositel	no neizvest

nyh �h� �h razrexima v racional	nyh qislah�
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Polo�im v ���� ��� parametr n � 	m � �� Togda dl� doka

zatel	stva teoremy dostatoqno ustanovit	 suwestvovanie de�

stvitel	nyh qisel �k i razliqnyh de�stvitel	nyh qisel �k�
udovletvor��wih uslovi�m ���� De�stvitel	no� pri fiksiro

vannyh razliqnyh �h i n � 	m � � ravenstva ��� opredel��t
qisla �k edinstvennym obrazom� Pri �tom qisla �k nepreryvno
zavis�t ot �h� Esli vybrat	 racional	nye qisla �

�

h dostatoqno
blizkimi k �h� otliqnymi ot nul�� i opredelit	 dl� nih so

otvetstvu�wie qisla �

�

k s pomow	� ravenstv ���� to qisla �
�

k

tak�e budut raspolo�eny vblizi ot qisel �k� �to oznaqaet� qto
dl� racional	nyh qisel �

�

k� �
�

k budut vypolneny vse uslovi�
���� i� sledovatel	no� teorema � budet spravedliva�

Opredelim formal	nye r�dy fn�x� sledu�wim obrazom

fn�x� � 	n
�X
k��

�	k � n��

k�
x��k�n��� n � ��

Togda

f��x� �
�X
k��

ckx
�k��� ���

Lemma �� Spravedlivy sledu�wie sootnoxeni	

f��x� � xf��x� � �� ���

fn���x� � xfn�x� � 	nfn���x�� n � �� ���

Dokazatel
stvo� Oba to�destva ���� ��� dokazyva�ts� sravne

niem ko�fficientov sootvetstvu�wih r�dov� Imeem

xf��x�� � � 	
�X
k��

�	k � ���

�k � ���
� x��k � f��x��

i pri n � �

xfn�x�� 	nfn���x� � x�n	n��
�X
k��

�	k � n� ���

�k � ���
� x��k � fn���x�� �

Opredelim posledovatel	nost	 mnogoqlenov Qn�x� pri pomo

wi rekurrentnogo uravneni�

Qn���x� � xQn�x� � 	nQn���x�� Q��x� � �� Q��x� � x� �
�
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Vtoru� posledovatel	nost	 mnogoqlenov Pn�x� opredelim s po

mow	� togo �e rekurrentnogo uravneni�� no s naqal	nymi dan

nymi P��x� � �� P��x� � �� Iz �
� sleduet� qto stepen	 mnogo

qlena Qn�x� ravna n� a ko�fficient pri xn raven �� Krome togo
degPn�x� � n � ��

Lemma �� Pri n � � spravedlivy to�destva

fn�x� � Qn�x�f��x�� Pn�x�� ���

Pn���x�Qn�x�� Pn�x�Qn���x� � 	n � n�� ����

Q
�

n���x� � �n� ��Qn�x�� ����

Dokazatel
stvo� Tri posledovatel	nosti fn�x�� Pn�x�� Qn�x�
udovletvor��t odnomu i tomu �e rekurrentnomu uravneni� vto

rogo por�dka� sm� ���� �
�� Po�tomu dl� dokazatel	stva ��� do

statoqno proverit	 �ti sootnoxeni� pri n � �� �� Pri n � � ra

venstvo ��� sleduet iz opredeleni� mnogoqlenov P��x� i Q��x��
A pri n � � ono sovpadaet s ravenstvom ����

Pr�moe vyqislenie pokazyvaet� qto P��x�Q��x��P��x�Q��x� �
�� Tak kak obe posledovatel	nosti Pn�x� i Qn�x� udovletvor��t
rekurrentnomu uravneni� �
�� to spravedlivo to�destvo

Pn���x�Qn�x�� Pn�x�Qn���x� � 	n�Pn�x�Qn���x�� Pn���x�Qn�x���

iz kotorogo s pomow	� indukcii poluqaets� ravenstvo �����
Dl� dokazatel	stva ���� tak�e vospol	zuems� indukcie�� Pri

n � � i n � � ravenstvo ���� prover�ets� neposredstvenno� Pred

polo�im� qto ono spravedlivo pri vseh n � k� gde k � 	� Diffe

renciru� ravenstvo

Qk���x� � xQk�x� � 	kQk���x��

i pol	zu�s	 predpolo�eniem� nahodim

Q�
k���x� � Qk�x� � xkQk���x�� 	k�k� ��Qk���x� � �k � ��Qk�x�� �

Lemma �� Dl	 n � � polinom Qn�x� imeet n de�stvitel�nyh
korne� �� � �� � � � � � �n� priqem

signQ
�

n��j� � ����n�j� j � �� � � � � n�
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Dokazatel
stvo� Doka�em lemmu indukcie� po n� Pri n � �
imeem Q��x� � x i utver�denie� oqevidno� vypoln�ets�� Doka�em
teper	 utver�denie lemmy dl� mnogoqlena Qn���x�� sqita�� qto
dl� Qn�x� ono imeet mesto� Iz ravenstv �
� i ���� nahodim

Qn����j� � �	nQn����j� � �	Q�

n��j��

Po�tomu signQn����j� � ����n���j � Ots�da sleduet� qto suwe

stvu�t nuli 	j mnogoqlena Qn���x� takie� qto

�� � 	� � �� � � � � � �n�� � 	n � �n�

Uqityva�� qto signQn����n� � �� i signQn������ � �� zakl�

qaem� qto mnogoqlen Qn���x� imeet nul	 	n�� � �n� Krome togo�
ravenstva signQn������ � ����n��� signQn������ � ����n oznaqa

�t suwestvovanie nul� 	� s usloviem 	� � ��� Itak� mnogoqlen
Qn���x� imeet n� � razliqnyh de�stvitel	nyh nule��

Pol	zu�s	 teper	 sledu�wimi iz ���� ravenstvami

Q
�

n���	j� � �n� ��Qn�	j�

i neravenstvami

	� � �� � 	� � �� � � � � � �n�� � 	n � �n � 	n���

zakl�qaem� qto posledovatel	nost	 Q
�

n���	j� � znakoqeredu�wa


�s�� Uqityva�� qto Qn�	n��� � � i� potomu Q
�

n���	n��� � �� naho


dim� qto signQ
�

n���	j� � ����n���j � �

Zaverxim teper	 dokazatel	stvo suwestvovani� de�stvitel	

nyh qisel �h� �h� udovletvor��wih uslovi�m ��� pri n � 	m���
Oboznaqim ��� � � � � �n korni mnogoqlena Qn�x�� Soglasno lemme �
vse oni de�stvitel	ny i razliqny� Poskol	ku degPn�x� � Qn�x��

to racional	na� funkci� Pn�x	
Qn�x	

imeet sledu�wee razlo�enie v

summu proste�xih drobe�

Pn�x�

Qn�x�
�

��
x� ��

� � � �� �n
x� �n

� ����

Iz �togo ravenstva i to�destv ����� ���� nahodim

�h �
Pn��h�

Q
�

n��h�
�

	n�� � �n � ���

Q
�

n��h�Qn����h�
�

	n�� � n�
Q

�

n��h�
�
� ��
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Iz ���� sleduet� qto razlo�enie funkcii Pn�x	
Qn�x	

v r�d Te�lora v
okrestnosti toqki � imeet vid

Pn�x�

Qn�x�
�

�X
k��

�
nX

h��

�h�
k
h

�
x�k��� ����

Soglasno ��� imeem

f��x�� Pn�x�

Qn�x�
�

fn�x�

Qn�x�
� O�x��n����

tak qto pervye 	n ko�fficientov razlo�eni� ���� sovpada�t s
sootvetstvu�wimi ko�fficientami r�da ��� dl� f��x�� Takim
obrazom� vypoln��ts� ravenstva

nX
h��

�h�
k
h � ck� k � �� �� � � � � 	n� ��

i� v qastnosti� ravenstva ��� pri n � 	m � �� Itak� de�stvi

tel	nye qisla� udovletvor��wie uslovi�m ��� postroeny� �to
zaverxaet dokazatel	stvo teoremy ��

Formal	ny� r�d ���� opredel��wi� f��x�� �vl�ets� vyro

�denno� gipergeometriqesko� funkcie�� Razlo�eni� takih r�

dov v nepreryvnye drobi horoxo izvestny� sm� ��� gl� ��� Drobi
Pn�x	
Qn�x	

�vl��ts� podhod�wimi drob�mi nepreryvno� drobi dl�

f��x�� Rekurrentnye uravneni� �
� � �to uravneni� dl� qislite

le� i znamenatele� podhod�wih drobe�� sm� ��� formula ���������
Ravenstva ���� � tak�e klassiqeskie sootnoxeni� me�du qisli

tel�mi i znamenatel�mi sosednih podhod�wih drobe�� sm� ���
formula ��������� Znamenateli podhod�wih drobe� Qn�x� sv�za

ny s klassiqeskimi mnogoqlenami �rmita Hn�x� sootnoxeniem
Qn�x� � Hn�

x
� �� sm�� naprimer� ��� formula ���������

To�destvo ��� vpervye po�vilos	 v rabote Stridsberga ��
��

���� Dokazatel
stvo teoremy ��
V dokazatel	stve budet ispol	zovat	s� to�destvo teoremy �

s r � 
 i ewe odno to�destvo neqetno� stepeni� poluqa�wees�
iz ��� differencirovaniem�

Sledstvie �� Dl	 ka�dogo celogo m � � suwestvu�t polo�i�
tel�nye racional�nye qisla c�� � � � � cM � M � �	m � ��
� i celye
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otliqnye ot nul	 qisla ai�j� � � i � 
� � � j � M � takie� qto
to�destvenno po peremennym x�� � � � � x
 vypoln	ets	 ravenstvo

x�
�
x�� � � � �� x�


�m��
�

MX
j��

cj �a��jx� � � � �� a
�jx
�
�m��

� ����

Dokazatel
stvo� Dl� dokazatel	stva dostatoqno prodifferen

cirovat	 to�destvo ��� i polo�it	 cj � bja��j� �

Dl� dokazatel	stva teoremy � budet ustanovleno sledu�wee

Predlo	enie �� Dl	 ka�dogo natural�nogo n suwestvu�t dva
celyh qisla p i q takie� qto

n � p� q� � � p � q�

natural�noe qislo K i polo�itel�nye racional�nye qisla
r�� � � � � rL so sledu�wimi svo�stvami
 dl	 l�byh x� y � Z� x � �� s
usloviem

jyj � xq ����

suwestvu�t celye neotricatel�nye qisla u�� � � � � uL takie� qto

xp�Kxq � y� �
LX
j��

rju
n
j �

Celye qisla vida xp�Kxq � y� s usloviem ���� sostavl��t do

statoqno plotnoe mno�estvo M� Ka�doe bol	xoe celoe qislo
mo�et byt	 predstavleno v vide summy dvuh qisel izM� Imenno
na �tom svo�stve i osnovan sledu�wi� dalee vyvod teoremy ��

Vyvod teoremy � iz predlo	eni� �� Pust	 Q � dostatoqno
bol	xoe celoe qislo� Oboznaqim bukvo� x naibol	xee celoe qi

slo� takoe qto

K�xn � xn��� � Q�

i z � Q�K�xn � �x� ��n�� Togda

� � z � K��x���n��x�	�n��K�xn��x���n� � K��x�	�n�xn� � xn�

esli Q� a� znaqit� i x dostatoqno veliko� Suwestvu�t celye
qisla y�� y�� takie qto

z � �x� ��py� � xpy�� � � y� � �x� ��p�
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Togda � � y� � xp�� � xq� y� � � i

y� �
xpy� � z

�x� ��p
� xp �

z

�x� ��p
� xp �

xn

�x� ��p
� xp � xq � �x� ��q �

Pary qisel �x� y�� i �x � �� y�� udovletvor��t uslovi�m pred

lo�eni� �� Po�tomu suwestvu�t celye neotricatel	nye qisla
u�� � � � � uL� v�� � � � � vL� dl� kotoryh

xp�Kxq � y�� �
LX
j��

rju
n
j � �x� ��p�K�x� ��q � y�� �

LX
j��

rjv
n
j �

No togda

Q � K�xn � �x� ��n� � z

� xp�Kxq � y�� � �x� ��p�K�x� ��q � y�� �
LX
j��

rj�u
n
j � vnj ��

Pust	 R� � � � naimen	xi� obwi� znamenatel	 qisel rj i rj �
Rj
R�� Iz dokazannogo sleduet� qto ka�doe dostatoqno bol	xoe
celoe qislo� del�wees� na R�� mo�et byt	 predstavleno v vide
summy 	�R� � � � � � RL� slagaemyh� ka�doe iz kotoryh est	 n
�
stepen	 celogo qisla� Esli N dostatoqno veliko� i N � R�Q �
T� � � T � R�� to T predstavimo v vide summy ne bolee qem
R� edinic� No togda qislo N predstavimo v vide summy n
h
stepene� celyh qisel� sosto�we� ne bolee qem iz R� � 	�R� �
� � � � RL� slagaemyh� �to zaverxaet dokazatel	stvo teoremy ��
�

Pere�dem teper	 k dokazatel	stvu predlo�eni� �� Pust	 n � 	
� fiksirovannoe celoe qislo� Opredelim tri qisla a�A��� za

vis�wie ot n� sledu�wim obrazom� Oboznaqim bukvo� a nai

men	xee obwee kratnoe vseh qisel a���� � � � � a��M v to�destvah ����
����� napisannyh dl� vseh m � n
	� Vospol	zovavxis	 predsta

vleniem

a��jx� � � � �� a
�jx
 �
a��j
a

�ax� � a���jx� � � � �� a�
�jx
��

gde a�i�j � ai�j
a
a��j

� i podpraviv ko�fficienty bj� cj� mo�no dobit	


s�� qtoby v to�destvah ���� ���� pri vseh m � n
	 vypoln�lis	
ravenstva a��� � � � � � a��M � a� Oboznaqim teper	

A � max�ja��jj� � � �� ja
�jj��
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gde maksimum berets� po vsem j� � � j �M� i po vsem to�destvam
���� ����� pri vseh m � n
	� Pust	 teper	 � � naimen	xee celoe

qislo� udovletvor��wee neravenstvu � � �A�

a i del�wees� na a�
Opredelim teper	 posledovatel	nost	K��K�� � � � rekurrentno

s pomow	� ravenstv

K� � �
�� Kr �

�
Kr�� � a�

a

��

�

Legko videt	� qto vse Kr est	 celye qisla� del�wies� na a��
priqem Kr � ���

Predlo�enie � dokazyvaets� po indukcii� Sootvetstvu�wee
induktivnoe utver�denie my sformuliruem v sledu�wem vide�

Predlo	enie �� Pust� s� n � celye qisla� � � s � log� n� celye
qisla u� v opredeleny uslovi	mi

n � v � 	s � u� � � u � 	s�

Suwestvu�t polo�itel�nye racional�nye qisla d�� � � � � dQ� Q �
n
s takie� qto dl	 l�byh celyh qisel x� y s usloviem

jyj � �
p
Ksx

�s ����

na�duts	 celye neotricatel�nye qisla w�� � � � � wQ� s kotorymi
vypoln	ets	 ravenstvo

xu�Ksx
�s � y�v �

QX
i��

diw
n
i � ����

Vyvod predlo	eni� � iz predlo	eni� �� Pust	 g � naibol	

xee celoe qislo s usloviem 	g � n� Polo�im v predlo�enii �
s � g� Togda v � � i u � n� 	g � 	g� Esli vz�t	 p � u � n � 	g i
q � 	g� to iz predlo�eni� � poluqaets� predlo�enie �� �

Oboznaqim Ms sovokupnost	 celyh qisel� predstavimyh v vi

de xu�Ksx

�s � y�v s celymi x� y� udovletvor��wimi uslovi�m
����� V qastnosti� mno�estvo M� sostoit iz n
h stepene� ce

lyh qisel� Ka�dy� �lement mno�estva Ms� kak �to budet vid

no iz dokazatel	stva predlo�eni� �� predstavim v vide summy
ograniqennogo qisla slagaemyh iz mno�estvaMs�� s ko�ffici

entami� prinadle�awimi fiksirovannomu koneqnomu mno�estvu
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polo�itel	nyh racional	nyh qisel� Indukci� po s obespeqiva

et vypolnimost	 nu�nogo utver�deni�� Takova vkratce shema
dokazatel	stva predlo�eni� ��

Dokazatel
stvo� Kak u�e ukazyvalos	� predlo�enie � budet
dokazyvat	s� indukcie� po s� Pri s � �� �u � �� v � n� utver�de

nie� oqevidno� vypoln�ets� s Q � �� d� � � i w� � K�x� y � ��

Predpolo�im� qto s � � i dl� s� � utver�denie spravedlivo�
Pust	 tak�e celye qisla x� y udovletvor��t uslovi� �����

Opredelim nekotorym special	nym obrazom celye qisla
x�� � � � � x
� priqem tak� qtoby vypoln�ets� ravenstvo

Ksx
�s � y � x�� � � � �� x�
�

Polo�im G � Ks��
a i x� � Gx�
s��

� Poskol	ku Ks � �G � ����
imeem

Ks � G� � 	G� � �� � �
p
Ks�

Sledovatel	no

�Ks � G��x�
s

� y � �Ks �G��x�
s � �

p
Ksx

�s � ��

i po teoreme Lagran�a suwestvu�t celye neotricatel	nye qi

sla x�� � � � � x
� udovletvor��wie ravenstvu

�Ks � G��x�
s

� y � x�� � � � �� x�
�

Imeem
�Ks � G�� � �

p
Ks � 
G� � 	�� � ��G� ��
�

Zdes	 ispol	zovalos	 neravenstvo G � Ks��
a � ��
a � �� Iz
��
� i ���� sleduet

jxkj �
p
��G � x�s�� � k � 	� ����

Voz	mem nekotorye celye m � n
	 i j� � � j �M � Vybor v dal	

ne�xem j�m i to�destva ��� ili ���� budet zaviset	 ot u� v�
Esli aj�i � ko�fficienty sootvetstvu�wih to�destv ��� i ����
polo�im

yj � aj��x� � � � �� aj�
x
�

Togda
jyjj � A �

p
��G � x�s�� � �

p
Ks�� � x�s�� � ����
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Poslednee neravenstvo vypoln�ets�� poskol	ku soglasno opre

deleni� � imeem

��GA� � a��G � ��Ks���

Rassmotrim dva sluqa� v zavisimosti ot veliqiny qisla u�
�� Dopustim� qto vypolneno neravenstvo � � u � 	s��� Vos


pol	zuems� to�destvom ��� pri r � 
� m � v i vybrannyh ranee
znaqeni�h xi� Togda imeem

xu�Ksx
�s � y�v � xu�x�� � � � �� x�
�

v �
MX
j��

bj � xu�Ks��x
�s�� � yj�

�v�

Uqityva�� qto n � 	v � 	s�� � u� � � u � 	s��� soglasno induktiv

nomu predpolo�eni� nahodim ravenstva

xu�Ks��x
�s�� � yj�

�v �

Q�X
i��

d�iw
n
j�i

s nekotorymi celymi neotricatel	nymi wj�i i polo�itel	nymi
racional	nymi qislami d�i� zavis�wimi tol	ko ot n� u� v� Pod

stavl�� na�dennye predstavleni� v ravenstvo ����� poluqaem
nu�noe utver�denie�

�� Dopustim� qto vypolneny neravenstva 	s�� � u � 	s� Vos

pol	zuems� to�destvom ���� pri m � v � � i vybrannyh ranee
znaqeni�h xi� Imeem ravenstvo

xu�Ksx
�s � y�v � xu�x�� � � � �� x�
�

v

�
�

G

MX
j��

cj � xu��s���Ks��x
�s�� � yj�

�v��� ����

Tak kak �	v � ��	s�� � �u� 	s��� � n� � � u� 	s�� � 	s�� i ka�doe
slagaemoe v pravo� qasti ���� udovletvor�et uslovi�m induk

tivnogo predpolo�eni�� imeem ravenstvo

xu��
s��

�Ks��x
�s�� � yj�

�v�� �

Q�X
i��

d�iw
n
j�i

s nekotorymi celymi neotricatel	nymi wj�i i polo�itel	nymi
racional	nymi qislami d�i� zavis�wimi tol	ko ot n� u� v� Pod

stavl�� na�dennye predstavleni� v ravenstvo ����� poluqaem
nu�noe utver�denie� �to zaverxaet dokazatel	stvo teoremy ��
�
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�� Dokazatel�stvo Linnika

Novoe �lementarnoe rexenie problemy Varinga predlo�il v
���� g� �� V� Linnik� ���� kotory� v to vrem� u�e imel dok

torsku� stepen	� nesmotr� na svoi �
 let� Pol	zu�s	 prostymi
soobra�eni�mi L� G� Xnirel	mana o plotnosti posledovatel	

noste�� Linnik svel dokazatel	stvo teoremy � k ocenke qisla
rexeni� nekotorogo diofantova uravneni�� teorema � ni�e� Ne

obhodimoe utver�denie bylo dokazano im s pomow	� �lementar

no� interpretacii metoda G� Ve�l� ocenki trigonometriqeskih
summ� Podrobnoe izlo�enie dokazatel	stva Linnika bylo dano
v ���
 g� A� �� Hinqinym� ���� V ���� g� Hua Lo
gen vnes neko

torye usoverxenstvovani�� sm� ���� i �
�� pozvolivxie utoqnit	
i uprostit	 dokazatel	stvo� i izlo�il ego na �zyke trigonome

triqeskih summ v vide ocenki nekotorogo trigonometriqeskogo
integrala� Pri �tom� vproqem� bylo dobavleno� qto integral
ispol	zuets� lix	 �radi udobstva� ne predstavl�et truda pro

vesti dokazatel	stvo sredstvami �lementarno� teorii qisel �
sm� �
�� str� ��� Za proxedxie posle �togo poqti �� let nikto�
naskol	ko nam izvestno� ne udosu�ils� vypolnit	 taku� rabo

tu� Po�tomu my soqli vozmo�nym v god ��
leti� so dn� ro�de

ni� �� V� Linnika opublikovat	 ego dokazatel	stvo s vnesenny

mi Hua Lo
genom usoverxenstvovani�mi na �lementarnom �zyke
originala�

���� Plotnost
 posledovatel
nosti� Lemmy Xnirel
mana�
Soder�anie �togo razdela horoxo izvestno i privodits�

zdes	 dl� polnoty izlo�eni��
Rassmotrim beskoneqnu� vozrasta�wu� posledovatel	nost	

celyh qisel
a� � �� a�� a�� � � � � �A�

Simvolom A�n� budet oboznaqat	s� koliqestvo polo�itel	nyh
qlenov �to� posledovatel	nosti� ne prevoshod�wih n� Veliqina

d�A� � inf
n��

A�n�

n

nazyvaets� plotnost�� posledovatel	nosti A� Dl� dvuh posle

dovatel	noste� A i B ukazannogo vyxe vida simvolom A � B
budet oboznaqat	s� posledovatel	nost	� sosto�wa� iz qisel� ka

�doe iz kotoryh predstavimo v vide a� b� a � A� b � B� Sledu

�wie dve lemmy prinadle�at L� G� Xnirel	manu� sm� ����
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Lemma �� Esli d�A� � �
� � to A� A est� natural�ny� r	d�

Dokazatel
stvo� Doka�em� qto proizvol	no vybrannoe natu

ral	noe qislo N prinadle�it mno�estvu A � A� Esli N � A�
utver�denie spravedlivo� Dalee budem sqitat	� qto N ne pri

nadle�it A� Oboznaqim bukvo� B sovokupnost	 a�� � � � � an vseh
polo�itel	nyh qlenov posledovatel	nostiA� udovletvor��wih
neravenstvu ai � N � Vse oni otliqny ot N � Soglasno uslo

vi� n � A�N � � N
	� Bukvo� C oboznaqim sovokupnost	 qisel
N � ai� � � i � n� Ka�doe iz mno�estv B i C soder�it ne menee
N
	 �lementov i vse oni prinadle�at otrezku ��� N � ��� Ots�da
sleduet� qto mno�estva B i C ime�t netrivial	noe pereseqe

nie� t�e� na�duts� �lementy a� b� prinadle�awie A� dl� kotoryh
a � N � b� �

Lemma 
� Dl	 l�byh dvuh posledovatel�noste� A�B spravedlivo
neravenstvo

d�A� B� � d�A� � d�B�� d�A�d�B��

Dokazatel
stvo� Esli d�A� � � ili d�B� � �� utver�denie� oqe

vidno� vypoln�ets�� Budem dalee sqitat	� qto � � d�A� � �
i � � d�B� � �� V qastnosti� �to oznaqaet� qto a� � � i
A�m� � �m�B�m� � �m pri l�bom m � �� Pust	 N � natural	

noe qislo i n � naibol	xee celoe s usloviem an � N � Togda
n � A�N �� Oboznaqim dl� ka�dogo k� � � k � n simvolom ik nai

bol	xi� indeks s usloviem ak � bik � ak��� Pust	 tak�e in �
naibol	xi� indeks s usloviem an� bin � N � Uqityva�� qto mno

�estvo A � B soder�it �lementy ak � bj� � � k � n� � � j � ik�
vse �ti �lementy razliqny i ne prevoshod�t N � poluqaem

�A �B��N � � n � i� � � � �� in

� A�N � �B�a� � a� � �� � � � ��B�an � an�� � ��

�B�N � an� � A�N � � ��a� � a� � � � � � �� an � an�� � � � N � an�

� ��� ��A�N � � �N � ��� � � ���N� �

Privedem tak�e dva oqevidnyh sledstvi� lemm � i ��

Sledstvie �� Dl	 l�byh posledovatel�noste� A�� � � � � Ar spra�
vedlivo neravenstvo

�� d�A� � � � ��Ar� � ��� d�A��� � � � ��� d�Ar���
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Sledstvie �� Esli d�A� � �� to dl	 nekotorogo r posledovatel��
nost� A� � � ��A� 	z 


r

sovpadaet s mno�estvom celyh neotricatel��

nyh qisel�

���� Teoremy o qisle rexeni� diofantovyh uravneni��
Oboznaqim pri fiksirovannom celom n � 	 bukvo� A posle


dovatel	nost	 qisel

A � f�� �� 	n� 
n� � � �g�
a bukvo� B posledovatel	nost	 B � A� � � �� A� 	z 


r

� Posledovatel	


nost	 A imeet nulevu� plotnost	� Ni�e budet dokazano� qto pri
nekotorom r posledovatel	nost	 B budet imet	 polo�itel	nu�
plotnost	� qto soglasno sledstvi� � vleqet spravedlivost	 te

oremy ��

Pust	 N neotricatel	noe celoe qislo� Togda soglasno prin�

tym ranee oboznaqeni�m B�N � est	 koliqestvo celyh m� � � m �
N � dl� kotoryh uravnenie

xn� � � � �� xnr � m� xj � �� ����

razreximo v celyh qislah xj� Oboznaqim simvolom R�m� koli

qestvo rexeni� uravneni� ����� S pomow	� neravenstva Koxi�
Bun�kovskogo poluqaem�

NX
m��

R�m�

��

�
X

m�N�R�m	���

� �
NX

m��

R�m��� ����

Summa �� �
PN

m�� R�m� est	 koliqestvo rexeni� neravenstva

xn� � � � �� xnr � N� xj � �� ����

Ka�dy� nabor celyh qisel x�� � � � � xr s uslovi�mi � � xj �
�N
r���n udovletvor�et neravenstvu ����� po�tomu

�� � �� � ��N
r���n��r � �N
r�r�n

i ���� mo�et byt	 perepisano tak�
N

r

��r�n

� B�N � �
NX

m��

R�m��� ����
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Summa
NP

m��
R�m�� est	 koliqestvo rexeni� sistemy

�
xn� � � � �� xnr � yn� � � � �� ynr �

xn� � � � �� xnr � N� xj � �� yj � ��

i ne prevoshodit koliqestva rexeni� sistemy�
xn� � � � �� xnr � yn� � � � �� ynr �

� � xj � N��n� � � yj � N��n�
����

Teorema �� Suwestvuet natural�noe qislo r � r�n� takoe� qto
pri l�bom natural�nom N koliqestvo rexeni� sistemy ���� ne
prevoshodit

cN
�r
n
���

gde c � polo�itel�na	 posto	nna	� zavis	wa	 tol�ko ot r i n�

Iz ���� i ocenki teoremy � sleduet neravenstvo B�N � � c�N
s nekotoro� polo�itel	no� posto�nno�� zavis�we� tol	ko ot n
i r� Takim obrazom� plotnost	 posledovatel	nosti B ne men	xe
c� � ��

Itak� dl� dokazatel	stva teoremy � dostatoqno ustanovit	
teoremu �� V svo� oqered	� posledn�� teorema mo�et byt	 vy

vedena iz sledu�wego utver�deni��

Teorema �� Pust� P � � i mnogoqlen f�x� � a�x
n�� � ��an��x�an �

Z�x� udovletvor	et uslovi	m

n � 	� � � ja�j � �� ja�j � �P� � � � � jan��j � �Pn���

gde � � dostatoqno bol�xa	 po sravneni� s n posto	nna	� Togda
qislo rexeni� uravneni	

sX
j��

����jf�xj� � �� s � �n���

v celyh qislah xi s uslovi	mi � � xi � P ne prevoshodit �s��P s�n�

Vyvod teoremy � iz teoremy �� Vyberem mnogoqlen f�x� � xn�
Polo�im tak�e 	r � �n�� � s� P � N��n� Soglasno teoreme �
koliqestvo rexeni� uravneni�

�rX
j��

����jxnj � �� � � xj � N��n�
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ne prevoshodit �s��P �r�n � �s��N
�r
n
��� �

Ostatok �togo paragrafa posv�wen dokazatel	stvu teoremy
�� kotoroe provodits� indukcie� po stepeni mnogoqlena f�x� i
shodno s metodom G� Ve�l� ocenki trigonometriqeskih summ� Za

metim� qto original	noe dokazatel	stvo Linnika �to� teoremy
daet znaqenie s � 	�

n

� sm� ���� str� ��� Znaqenie s � �n�� poluqe

no Hua Lo
genom�

���� Lemmy Hua Lo�gena�

Lemma �� Pust� X� Y � de�stvitel�nye qisla� udovletvor	�wie
neravenstvam � � X � Y i a � celoe qislo� Koliqestvo rexeni�
diofantova uravneni	

x�y� � x�y� � a ����

pri uslovi	h

� � jxij � X� jyij � Y� i � �� 	�

ne prevoshodit

�	X�Y� pri a � ��

��XY
X
dja

�

d
� pri a �� ��

V posledne� summe d probegaet vse polo�itel	nye deliteli
a�

Dokazatel
stvo� Rassmotrim snaqala sluqa� a � �� Tro�ku
�x�� x�� y��� xi �� � mo�no vybrat	

	�X� � 	�X� � �	�Y � � �� � �	X�Y

sposobami� Dl� ka�do� tako� tro�ki� vvidu uslovi� x� �� �
suwestvuet ne bolee odnogo y�� udovletvor��wego ravenstvu
x�y� � x�y� � ��

Pust	 a �� �� Ocenim qislo rexeni� s usloviem jx�j � jx�j� Vse
rexeni� �x�� x�� y�� y�� razob	em na gruppy s odinakovym znaqe

niem d � �x�� x�� � ��

Fiksiruem snaqala paru vzaimno prostyh qisel x�� x�� Togda
dl� l�byh dvuh rexeni� �y��� y

�
��� �y

��
� � y

��
� � uravneni� ���� imeem

y��� � y�� � tx�� y��� � y�� � tx�� t �Z�
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i

jtj � jy��� � y��j
jx�j � 	Y

jx�j �

Poskol	ku jx�j � X � Y � koliqestvo znaqeni� t ne prevoshodit

	
h
�Y
jx�j

i
�� � 
 Y

jx�j
� Sledovatel	no� koliqestvo rexeni� s uslovi


�mi �x�� x�� � �� jx�j � jx�j ne prevoshodit



X

��jx�j�X

X
��jx�j�jx�j

Y

jx�j � 	�XY�

Qislo rexeni� s usloviem �x�� x�� � � i bez ograniqeni� jx�j �
jx�j mo�et byt	 oceneno sverhu veliqino� ��XY � a s usloviem
�x�� x�� � d � � � veliqino� ��

d XY � Summiru� po vsem d� poluqim
nu�noe neravenstvo�

Lemma �� Koliqestvo rexeni� uravneni	

x�y� � x�y� � x�y� � x�y� � �� ��
�

pri uslovi	h

� � jxij � X� jyij � Y� � � i � �� � � X � Y�

ne prevoshodit c�XY ��� gde c � � � ����
Veliqina konstanty c v dal	ne�xem ne imeet znaqeni��

Dokazatel
stvo� Oboznaqim bukvami q�a� i M koliqestva re

xeni� uravneni� ���� i ��
� sootvetstvenno pri zadannyh v lem

mah ograniqeni�h� Togda

M �
X

jkj��XY

q�k�q��k� � ���X�Y � �
X

��jkj��XY

q�k�q��k�� ����

Soglasno lemme � poluqaem

X
��jkj��XY

q�k�q��k� � 	 � ����XY ��
X

��k��XY

�

X

djk

�

d

�
A�

� ����
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Dl� l�bogo T � � nahodim

S �
X

��k�T

�

X

djk

�

d

�
A�

�
X

��d��d��T

�

d�d�

X
k���k�T
d�jk�d�jk

�

�
X

��d��d��T

�

d� � d�

�
T � �d�� d��
d� � d�

�
� T

X
��d��d��T

�d�� d��

�d�d���
�

Poskol	ku

�d�� d�� � minfd�� d�g �
p
d�d��

ocenka S mo�et byt	 prodol�ena

S � T
X

��d��d��T

�

�d�d�����
� T

�

 X

��d�T

�

d���

�
A�

� �T�

Poluqivxa�s� ocenka pri T � 	XY i neravenstva ����� ���� da

�t nam

M � ���X�Y � � 	 � ����XY �� � � � 	XY � � � ����XY ���

V ���� g� �� V� Linnik vmesto lemmy � ispol	zoval sledu�

wee utver�denie! pust� � � 	 i � � X � Y � c�X

���� togda qislo
rexeni� uravneni	

x�y� � � � �� x�y� � �

pri uslovi	h � � jxij � X� jyij � Y� � � i � �� ne prevoshodit
c��XY �����

Poskol	ku �tu lemmu prihodits� primen�t	 pri Y � Xn���
to Linnik dol�en byl ispol	zovat	 ee dl� � � n� Hua Lo
gen
osvobodils� ot uslovi� Y � O�X����� qto privelo k uproweni�
dokazatel	stva teoremy ��

���� Kombinatornye lemmy�
Zdes	� sledu� �� V� Linniku� my poluqim ocenki qisla re


xeni� diofantovyh uravneni� special	nogo vida�

Lemma �� Pust� F �x� � Z�x�� � � � � xd� i A � koneqnoe podmno�e�
stvo Zd� Pri l�bom k �Zkoliqestvo rexeni� uravneni	

F �x� � F �y� � k� x� y � A� ����
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ne prevoshodit koliqestva rexeni� uravneni	

F �x�� F �y� � �� x� y � A� ����

Dokazatel
stvuo� Oboznaqim ��a� � koliqestvo rexeni� urav

neni�

F �x� � a� x � A�

pust	 tak�e N i M � koliqestva rexeni� uravneni� ���� i ����
sootvetstvenno� Togda

N �
X
a

��a� ���a� k� � �

	

X
a

���a�����a� k��� �
X
a

��a�� � M� �

Lemma �� Pust� F �x� �Z�x�� � � � � xd�� A�� � � � � A�k � koneqnye pod�
mno�estva Zd i N �A�� � � � � A�k� � qislo rexeni� uravneni	

�kX
j��

����jF �xj� � �� xi � Ai� � � i � 	k�

Suwestvuet indeks r tako�� qto

N �A�� � � � � A�k� � N �Ar� � � � � Ar��

Dokazatel
stvo� Mno�estvo razliqnyh naborov �Aj� � � � � � Aj�k�
koneqno� Pust	 �B�� � � � � B�k� � odin iz nih� udovletvor��wi�
sledu�wim uslovi�m!

�� N �B�� � � � � B�k� � naibol	xee iz qisel N �Aj� � � � � � Aj�k��
�� Sredi vseh naborov� udovletvor��wih pervomu uslovi��

nabor �B�� � � � � B�k� soder�it naimen	xee koliqestvo razliqnyh
mno�estv�

Oboznaqim bukvo� q koliqestvo razliqnyh mno�estv sredi
B�� � � � � B�k� Dostatoqno dokazat	� qto q � �� Predpolo�im� qto
q � 	� Razob	em nabor B�� � � � � B�k na dve sovokupnosti po k mno

�estv Bj� � � � � � Bjk i Bjk�� � � � � � Bj�k tak� qtoby perva� iz nih so

der�ala ne bolee q�� razliqnyh mno�estv� �to� oqevidno� mo�

no sdelat	�

Dl� ka�dogo T �Zoboznaqim ��T � i 	�T � sootvetstvenno ko

liqestva rexeni� uravneni�

kX
���

����j�F �xj�� � T�

�kX
��k��

����j�F �xj�� � �T
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pri uslovi�h xj � Bj � � � j � 	k� Togda

N �B�� � � � � B�k� �
X
T

��T �	�T � � �

	

X
T

���T �� � 	�T ���� ����

Qislo
P
T

��T �� est	 koliqestvo rexeni� uravneni�

kX
���

����j�F �xj���
kX
���

����j�F �yj�� � � ����

pri uslovi�h xj� � yj� � Bj� � � � � � k� Sredi qisel �j�� � � � � jk� j� �
�� � � � � jk � �� est	 k qetnyh i k neqetnyh� Po�tomuX

T

��T �� � N �Bi� � � � � � Bi�k��

gde vse mno�estva Bi� prinadle�at pervo� iz opredelennyh vy

xe sovokupnoste�� Summa

P
T

	�T �� tak�e mo�et byt	 interpre


tirovana� kak koliqestvo rexeni� uravneni�� podobnogo �����
Po�tomu iz opredeleni� sovokupnosti �B�� � � � � B�k� sledu�t ne

ravenstvaX

T

��T �� � N �B�� � � � � B�k��
X
T

	�T �� � N �B�� � � � � B�k��

protivoreqawie �����

��
� Dokazatel
stvo teoremy ��
Pust	 n � naimen	xee celoe qislo� dl� kotorogo teorema �

neverna i f�x� sootvetstvu�wi� mnogoqlen� Polo�im t � �n�� �
s
��

Uravnenie iz teoremy � mo�no perepisat	 v vide

�X
i��

����i
tX

j��

����j�f�xi�t�j� � f�xi�j�� � �� � � xi�j � P� ����

Polo�im v lemme � k � 	t� d � 	� F �x� y� � f�x� � f�y��

A� � f �x� y� �Z�� j � � x� y � P� x � y g�
A� � f �x� y� �Z�� j � � x� y � P� x �� y g�
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Suwestvuet 	�t vektorov vida

�� � � � �j�i� � � � �� � � i � �� � � j � t� �j�i �

�
��

��

Vse rexeni� uravneni� ���� razob	em na 	�t klassov v sootvet

stvii s prinadle�nost	�

�xi�j� xi�t�j� � A�j�i � � � i � �� � � j � t�

Soglasno lemme � suwestvuet r � � ili � takoe� qto dl� l�bogo
nabora �i�� � � � � i�t� spravedlivo neravenstvo

N �Ai� � � � � � Ai�t� � N �Ar� � � � � Ar��

Imeem ravenstvo

N �A�� � � � � A�� � ��P � � ���t�

i� esli N �A�� � � � � A�� � N �A�� � � � � A��� to qislo rexeni� uravne

ni� iz teoremy � ne prevoshodit

	�t��P � � ���t � ��tP �t � �s��P s�n

pri � � �� �ta ocenka sootvetstvuet utver�deni� teoremy ��
po�tomu soglasno predpolo�eni� imeem r � �� t�e� nu�noe qislo
rexeni� ne prevoshodit veliqiny 	�tN �A�� � � � � A���

Dl� togo� qtoby ocenit	 sverhu N �A�� � � � � A��� rassmotrim
snaqala sluqa� n � 	� Togda t � � i uravnenie ���� mo�no pere

pisat	 v vide

�X
i��

����i�f�yi� � f�xi�� � �� xi �� yi� � � xi� yi � P� ����

Poskol	ku

f�y� � f�x� � �y � x��a�y � a�x� a���

to uravnenie ���� mo�et byt	 predstavleno v vide

z�h� � z�h� � z�h� � z�h� � �� ����

gde hi � yi � xi� zi � a��xi � yi� � a�� Krome togo� spravedlivy
neravenstva

� � jhij � P� jzij � 
�P� ��
�
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Tak kak a� �� �� to ka�domu naboru �z�� h�� � � � � z�� h��� udovle

tvor��wemu ����� ��
�� sootvetstvuet ne bolee odnogo rexeni�
�x�� � � � � x�� y�� � � � � y�� uravneni� ����� Po�tomu soglasno lemme �
vypoln�ets� ocenka

N �A�� � � � � A�� � c�P � 
�P �� � ��P �� � � 	�c�

a qislo rexeni� uravneni� iz teoremy � ocenivaets� veliqino�
�
P �� kak i utver�daets� teoremo��

Itak� vypolneno neravenstvo n � 
� Perepixem uravnenie
���� v vide

tX
j��

����j
�X
i��

����i�f�xi�t�j�� f�xi�j�� � ��

xi�t�j �� xi�j� � � xi�j � P� ����

Primenim op�t	 lemmu � s d � �� k � t
	 i

F �x�� � � � � x�� y�� � � � � y�� �
�X
i��

����i�f�yi�� f�xi���

Dl� l�bogo nabora celyh qisel u � �u�� � � � � u�� s usloviem � �
jujj � P oboznaqim simvolom M �u�� � � � � u�� mno�estvo vektorov

�x�� � � � � y�� �Z
� � � xi� yi � P� yi � xi � ui� � � i � ��

Pust	 u�� � � � � ut � proizvol	ny� nabor vektorov
ui � �ui��� � � � � ui��� s uslovi�mi � � jui�jj � P � Mno�estvo rexeni�
uravneni� ���� razob	em na klassy K�u�� � � � � ut�� otnes� v tako�
klass rexeni� s usloviem

�x��j� � � � � x��j� y��j� � � � � y��j� �M �uj�� � � j � t�

Soglasno lemme � suwestvuet vektor h � �h�� � � � � h��� � � jhjj � P
� odin iz vektorov u�� � � � � ut tako�� qto

jK�u�� � � � � ut�j � jK�h� � � � � h�j�
Imeem

N �A�� � � � � A�� �
X

�u����� �ut	

jK�u�� � � � � ut�j �
X
h

r�h� � jK�h� � � � � h�j�
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gde r�h� � koliqestvo naborov �u�� � � � � ut�� soder�awih vektor h�
Vektor h mo�et zanimat	 l�bu� iz t pozici� v vektore

�u�� � � � � ut�� Po�tomu

r�h� � t � �	P ���t��	 � �P �t��

i
N �A�� � � � � A�� � �P �t��

X
h

jK�h� � � � � h�j�

Posledn�� summa ne prevoshodit qisla rexeni� uravneni�

�X
i��

����i
tX

j��

����j�f�xi�j � hi�� f�xi�j�� � � ����

otnositel	no peremennyh hi� xi�j pri uslovi�h � � xi�j � P� � �
jhij � P �

Polo�im pri celom h �� �

�h�x� �
�

h
�f�x� h�� f�x��� zi �

tX
j��

����j�hi �xi�j�� i � �� � � � � ��

Togda uravnenie ���� mo�no perepisat	 v vide

z�h� � z�h� � z�h� � z�h� � �� ����

Imeem

�h�x� �
�

h

nX
���

an����x� h�� � x�� �
�

h

nX
���

���X
i��

an��

�
�

i

�
xih��i

�
n��X
i��

bn���ix
i�

gde

bn���i �
X
i���n

an��

�
�

i

�
h��i���

Spravedlivy neravenstva

jbn���ij �
X

i���n

�Pn�� �
�
�

i

�
� P ��i�� � 	n�Pn�i��� � � i � n� ��
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jzij � t

n��X
i��

	n�Pn�i�� � P i � ��Pn���

Koliqestvo rexeni� uravneni� ���� pri uslovi�h

� � jhij � P� jzij � ��Pn��

ne prevoshodit� soglasno lemme � veliqiny c�P � ��Pn���� �
��P �n� Koliqestvo rexeni� uravneni�

tX
j��

����j�hi �xi�j� � zi� � � xi�j � P�

ne prevoshodit� v silu lemmy 
 qisla rexeni� uravneni�

tX
j��

����j�hi �xi�j� � �� � � xi�j � P�

a �to qislo� soglasno induktivnomu predpolo�eni�� ocenivaet

s� sverhu pri dostatoqno bol	xom � veliqino�
�	n��t���	n�P �t�n��� Takim obrazom�

N �A�� � � � � A�� � �P �t�� � ��P �n��t����P �t�n���� � �s��P s�n�

Iz poluqenno� ocenki sleduet� qto qislo rexeni� uravneni�
iz teoremy � ocenivaets� veliqino� �s��P s�n� �to zaverxaet
dokazatel	stvo teoremy�

Kak izvestno� naibol	xee koliqestvo slagaemyh v probleme
Varinga neobhodimo dl� predstavimosti malen	kih qisel� Tak
qislo �� nel	z� predstavit	 v vide summy menee qem � kubov na

tural	nyh qisel� V to �e vrem� v ���
 g� �� Landau� operiru�
s algebraiqeskimi to�destvami i ispol	zu� asimptotiku dl�
koliqestva prostyh v progressii 
k�	� dokazal� qto ka�doe do

statoqno bol	xoe qislo predstavimo v vide summy ne bolee qem

 kubov natural	nyh qisel� V ���� g� �� V� Linnik� ���� usta

novil� qto dl� �togo dostatoqno i � kubov� Dokazatel	stvo is

pol	zovalo �lementarny� podhod� osnovanny� na ispol	zovanii
algebraiqeskih to�destv� a tak�e rezul	taty o predstavimosti
qisel ternarnymi kvadratiqnymi formami� V ���� g� D�� Vat

son� ����� suwestvenno uprostil rassu�deni� Linnika� Ego do

kazatel	stvo teoremy o � kubah vypolneno v duhe Landau� no
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ispol	zuet asimptotiqesku� formulu dl� koliqestva prostyh
v progressii ak� b� k � X� gde a mo�et rasti kak stepen	 ln���X�

�lementarnye dokazatel	stva Gil	berta i Linnika da�t
oqen	 grubye ocenki dl� koliqestva slagaemyh v probleme Va

ringa� Pust	 G�n�� kak obyqno� oboznaqaet naimen	xee koli

qestvo slagaemyh� neobhodimoe dl� predstavimosti vseh do

statoqno bol	xih qisel v vide summy n
h stepene�� Nailuq

xa� v nasto�wee vrem� pri bol	xih n ocenka sverhu G�n� �
n lnn�n ln lnn�O�n� prinadle�it T� D� Vooli i byla poluqena
im v ����g� s pomow	� glubokih analitiqeskih metodov� sm� �����

V ���� g� v sovmestno� rabote �� V� Linnika i B� M� Bredi

hina ��� vpervye bylo ukazano na vozmo�nost	 primeneni� dis

persionnogo metoda Linnika dl� �lementarnogo rexeni� pro

blemy Varinga� Realizacii �to� idei posv�wena vyxedxa� v
���
 g� stat	� ���� gde privodits� �lementarnoe rexenie pro

blemy Varinga s ocenko� G�n� � O�n lnn��
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